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Solucionario: ejercicios propuestos

Capitulo 1

Ejercicio 1

a)

b)

<)

d)

Como A y A€ son incompatibles, utilizando el apartado 2 de la Definicion 1.1, se deduce
que P(A U A°) = P(A) + P(A°). Entonces, teniendo en cuenta que A U A° = Qy
P(€Q) =1 (véase apartado 3 de la Definicion 1.1), se deduce que P(A°) =1 — P(A).
Aplicando la propiedad anterior con A = Q' y A° = (), y teniendo en cuenta que P(Q2) = 1
(véase apartado 3 de la Definicion 1.1), se deduce que P(() = 0.

Sean dos sucesos A, B tal que A C B. Se puede escribir B = A U C, siendo C' el suceso
C = A°nN B. Utilizando la propiedad 2 de la Definicion 1.1, se deduce que P(B) =
P(A) + P(C)y como P(C) > 0 (véase apartado 1 de la Definicion 1.1), se concluye que
P(A) < P(B).

Se demuestra que P(A) < 1, a partir de la propiedad anterior, teniendo en cuenta que
A C Qyque P(Q) = 1 (véase apartado 3 de la Definicion 1.1).

Teniendo en cuenta que A = (A\B) U (AN B) y utilizando el apartado 2 de la Definicion
1.1, se deduce que P(A) = P(A\B) + P(AN B).

Como A = (A\B)U(ANB)y B = (B\A)U (BN A), aplicando la propiedad anterior,
se deduce que

P(A) = P(A\B) + P(ANB), P(B) = P(B\A) + P(ANB).

Por otro lado, como AU B = (A\B) U (B\A) U (A N B), aplicando la Nota 1.2, se tiene
que

P(AUB) = P(A\B) + P(B\A) + P(AN B)
lo cual, a partir de las igualdades anteriores, es equivalentea P(AUB) = P(A)+ P(B) —
P(ANB).

Ejercicio 2
Utilizando la Regla de Laplace (véase Seccion 1.2) se tiene que

P(MNF)=3/10, P(MUF)=8/10, P(F|M)=3/7, P(H|NF)=2/6.
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Ejercicio 3
Aplicando la Regla del Producto (Teorema 1.1) se tiene que

P(Rl N Ny ﬂRg) = P(Rl)P(N2|R1)P(R3‘R1 ﬁNQ) = 3/6 1/5 2/4 = 1/20

donde Ry, N3, R; son los sucesos: Ry =  {sacarlaprimerabolaroja}, Ny =
{sacar la segunda bola negra} y R3 = {sacar la tercera bola roja}.

Ejercicio 4

Los digitos de las posiciones 8, 9 y 10 deben ser pares y hay 5 digitos pares luego para esas tres
posiciones tenemos 5 - 4 - 3 = 60 posibilidades (se tienen V5 3). Hecho esto quedaran 7 digitos
para las 7 primeras posiciones luego son permutaciones Pr. En total habra 60 - 7! = 302400
ordenaciones posibles.

Ejercicio 5

Se consideran los sucesos A = {el componente proviene del distribuidor A} (los sucesos By
C' se definen de forma analoga) y D = {el componente es defectuoso}.

Por el Teorema de Bayes (Teorema 1.3) y el Teorema de la Probabilidad Total (Teorema 1.2), se
tiene que

PAID) - P(A)P(D] )
~ P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B) + P(C)P(D|C)
- 30.001 ~0.001 1
~ 20.001+ £0.005+ 10.01  0.016 16’
. 10
Razonando de forma analoga se obtiene que P(C|D) = 6
Ejercicio 6
P(ANB

Para todo suceso A se define P(A|B) := (P(B)) Veamos que P(-|B) cumple los tres

axiomas de Kolmogorov (Definicion 1.1):
a) Como P(-) es una probabilidad debe ser P(A N B) > 0. Como ademas P(B) > 0 sera
P(A|B) > 0.
b) Sean A1y A, sucesos tales que A; N Ay = (). Entonces:

mmu@mﬁﬁ“&;gthfﬂ&”gg@”mW
Como (A1 NB)N (A3 N B) = 0y P(-) es una probabilidad, esto se puede expresar como:
P(Ai1NB)+ P(A;N B)

P(B)

con lo cual se satisface el segundo axioma.

= P(A1|B) + P(Az2|B)

c) Se tiene que:
_P(QnB) P(B)
PB) = P(B)  P(B) L

© Ediciones Paraninfo



Solucionario: ejercicios propuestos 3

Capitulo 2

Ejercicio 1
a) Teniendo en cuenta la Proposicion 2.1, debe ocurrir que ) . p(x) = 1. Por lo tanto,

r=1 r=1 r=1
(B e \_, B-a
- <1—B_1—a>_ (1-a)(1-5)
Entonces,
L (1-a)(-p
B —a

b) Se tiene que

p(1) = (1 —a)(1 = p),

p2) = =D )= (1 eyt - g+ )

Ejercicio 2
a) Teniendo en cuenta la Proposicion 2.2, debe ocurrir que f:o f(z)dx = 1. Por lo tanto

tanto,
o0 —17 1
1:/ %dmza[—} =a-—.
o z ], a

Esto se cumple para cualquier valor positivo de a, luego no hace falta imponer ninguna
restriccion extra sobre el parametro.

b) Paraa = 2setiene que F'(t) =0sit <2y
¢ t
2 —1 -1 1 2
Ft)=[| wde=2|—| =2(—+_-)=1——, sit>2.
®) /QxQx [wL <t+2) g
Ejercicio 3

Se define el suceso O; = {la carta extraida en i—¢simo lugar es un oro}.

a) Se quiere calcular P(O1 NO2NO3NOy). Aplicando la Regla del Producto (Teorema 1.1),
se tiene que

P(Ol NO2NO3N 04) = P(Ol)P(OQ‘Ol)P(Og‘Ol n OQ)P(O;L‘O]_ NOsN 03)

= Si se supone que hay reemplazamiento se tiene que

10\*
)~ 0.0039.
(1)
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= Si por el contrario se supone que no hay reemplazamiento se tiene que

109 8 7
———— ~0.0023.
40 39 38 37 00023

b) Se define la variable X = {ntimero de oros obtenidos en las 4 extracciones}.

1) Si se supone que hay reemplazamiento se tiene que X ~ B(n = 4, p = 10/40) (véase
Seccion 2.3) y

P(X =3) = p(3) = ( g ) (ig)g (ig)l — 0.046875.

2) Si por el contrario se supone que no hay reemplazamiento se tiene que X ~ H(N =
40, N4 = 10,n = 4) (véase Seccién 2.3) y

10 30
3 1
P(X =3)=p(3) = 7N ~ 0.03939.
(%)
Observacion: estas distribuciones se podrian haber utilizado también en el apartado a),
pero no ha sido necesario pues el calculo en este caso era especialmente sencillo.

Ejercicio 4
k

a) La funcioén de probabilidad de una P(A = 3) es p(k) = %673 paratodo k = 0,1,....

Porlotanto P(X >2)=1-P(X =0)—P(X =1)=1-¢3—3¢3~ 0.8.
b) Sea Xy = {numero de averias en dos semanas}. Por la propia naturaleza de la distribucion
de Poisson, se tiene que X5 ~ P(A = 6). Entonces,

PR2<X;<4)=PXo=2)+P(Xo=3)+ P(Xy=4) =

62 4 63 4 6%
=3¢ + 3¢ + T 0.2677.
¢) Si el niimero de averias por semana es P (A = 3) el tiempo entre dos averias (expresado en
semanas) serd exp(A = 3) (véase Proposicion 2.6). Por tanto, P(T' < 3 dias) = P(T <
0.4286 semanas) = 1 — e~3'0-4286 ~ (7235,
d) Sedefine lav.a. T; = {tiempo que dura el recambio niimero i} y piden calcular P(T > 2),

dondeT' = Tj +- - -+ T§. Como las T; son independientes, a partir de la Observacion 2.15,
se tiene que T' ~ 6 — Erlang(\ = 3), luego

2 96

3
PT>2=1-PT<2)=1- / gx%—“dx ~ 0.4457.
0 .

Ejercicio 5
Se definen los sucesos D = {dia despejado} y N = {dia nublado}. Segun el enunciado serd

P(D) =2/3y P(N) = 1/3.
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Solucionario: ejercicios propuestos 5

a) Se tiene que

30—40< T —40 - 35 —40
4 4 4

P(30<T<35D):P< ’D) = P(-25< Z < —1.25).

Siguiendo el procedimiento descrito en la Seccion 2.9 encontramos que esta probabilidad
puede calcularse como

P(Z > 1.25) — P(Z > 2.5) = 0.1056 — 0.0062 = 0.0994
y a su vez

30—28<T—28<35—28
3 3 3

P(30<T<35N):P< ‘N) = P(0.67 < Z < 2.33)

= P(Z > 0.67) — P(Z > 2.33) = 0.2514 — 0.0099 = 0.2415.

Por ultimo, aplicando el Teorema de la Probabilidad Total (Teorema 1.2)

P(30 < T < 35) =2/3-0.0994 + 1/3 - 0.2415 ~ 0.1468.

b) Buscamos dos valores A y B tales que P(T < A) = P(T > B) = 0.025. Por la simetria
A+ B
=pu=A=2u—-B.

de la distribucion normal repecto de su media se cumplira

Para calcular B se tipifica segun la Proposicion 2.13, y se tiene que

B —28

P(T>B)=P (Z > ) =0.025.

8 = 1.96. Por

B
En la tabla de la distribucién N(0,1) (Apéndice B), se tiene que
tanto, B = 33.88 y A = 22.12.

Obsérvese que en consecuencia, se tiene que P(22.12 < T < 33.88) = 0.95. Se dice que
(22.12, 33.88) es un intervalo de prediccion del 95 % para T' (véase Ejemplo 2.27).

Ejercicio 6
Se definen las variables T; = {tiempo de vida de la bombilla i }. Teniendo en cuenta que las v.a.
T; son independientes, se tiene que

P(funcione alguna) = 1 — P(no funcione ninguna) =

8
=1- PO (T; <T)| &, (T; > 3)) =1 - [[ P(T: < 7|T > 3).
i=1
Por otro lado,
PB<T;<7) PT;>3)—P(T;>7)

P(T; < 7|T; > 3) = _
( <7‘ >3) P(T1>3) P(Ti>3)
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Como T; ~ Gamma(p = 2, A\ = 1) se tiene que

P(T; > t) = / e dr = (t+ 1)e”"
t

con lo cual,
de=3 — 8e 7

P(T; <T|T; > 3) = ——

=1—2e*~0.9634.
Esto es asi paratodo: = 1,...,8, luego

P(funcione alguna) = 1 — 0.9634% ~ 0.2579.
Ejercicio 7

a) Utilizando los resultados de la Seccion 2.7.2, se tiene que:

Mx(s) = E[e™*X] = / e NNV dy = /\e’\“/ ey —

Aa Aa —as
_ —Ae [e—(A—i-s)m]oc _ —Ae (_e—()\+s)a) _ Ae )
A+s “ A+s A+s
b) Empezamos por calcular la derivada:
Ae % (—a)(A+s) — Ae @®
M = .
x(s) (A + )2
Ahora A—a)h A
—a))\ —
EX]=ar = -M'(0) === 5 =a+1/A\
Capitulo 3

Ejercicio 1
a) Sabemos que el numero de mensajes recibidos por la linea 1 hasta el instante t (N7 (¢))

sigue una distribucion P(At). Teniendo en cuenta la Proposicion 2.6 y la Observacion
2.13, deducimos que X7 ~ exp(A).

b) Queremos calcular

P(Xl <X20X2>T>

P(X1<X2‘X2>T)= P(X2>T)

Por el apartado anterior sabemos que P(X> > T') = e~ *T". En cuanto al numerador,

oo pxo
P(Xl < XoNXo > T) = / / leXz(xh.’Eg)d{L‘ld{L‘Q.
T 0
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Solucionario: ejercicios propuestos 7

Como dicen que los procesos de Poisson asociados a ambas lineas son independientes,
aplicando la Proposicion 3.4 se tiene que fx, x, (21, 22) = fx, (z1)fx,(x2), luego

oo

P(X1<X2ﬂX2>T):/

T2
e 2 / e M dxydey
T 0

o0 o0 o0 1
= / )\e_MQ(l—e_)‘“)dxg :/ )\e_)‘“dxg—/ Ae A2 dpy = e M 22T
T T T 2

Por tanto, )
P(X) < Xo|Xo>T)=1- 5@*”.

¢) Obsérvese que
Y = Hlfn{Xl, XQ}
Por tanto, aplicando la Observacion 2.12, deducimos que Y ~ exp(2A).
Ejercicio 2

a) Teniendo en cuenta la Proposicion 3.2, para que fxy sea una funcion de densidad bien
definida, debe verificarse que

/ Ixv(z,y)dedy = / Kdxdy = KArea(C) = K7 = 1.
Sxy C

Por lo tanto, debe ser K = 1/.
b) Se tiene que

V1—a2 1 2
fx(@) = / Frov (@, y)dy = / Ta=2VT-2 en Sy—(-L1)
Sy |X=a —V1—a2 T ™

2
Por simetria, debe ser fy (y) = —+/1 — en Sy =(-1,1).
T

¢) Segun la Proposicion 3.2, esta probabilidad se puede calcular como

Vi—z?
—2
P(X+Y >1) // fxvy(z,y)dedy = / / fdacdy = ~ 0.0908.
SxyNA 1 471'

donde A = {(z,y) e R? : 2 +y > 1}.
d) Teniendo en cuenta la Nota 3.4, hay que estudiar si F[XY] = E[X]E[Y]. Sabemos que
=1/menC,luego E[XY] = / / ydacdy Usando coordenadas polares,
c

1 2T 1
=— / / (rcos0)(rsen@)rdrdd =
m™Jo Jo

1 [ 1 07" 47"
—/ sen # cos 0d0/ rdr = = {Sen ] [T—} =0.
Y 0 ™ 2 0 4 0

(© Ediciones Paraninfo




8 Modelos aleatorios en Ingenieria

Por otro lado,

E[X}:/1 ac2 1_x2dx=_2/3 {(l—xz)?’/ﬂl =0.

1 71— ™ —1

y, por simetria, E[Y] = 0. Por lo tanto, E[XY] = E[X|E[Y] y las variables son
incorreladas.
Observacion: la esperanza de X también se podia haber calculado como

1 2 1
E[X] = —/ / (r cos @)rdrds.
™ Jo 0

e) No pueden ser independientes ya que Sxy # Sx Sy (Proposicion 3.5).
f) Teniendo en cuenta la Proposicion 2.7 y usando otra vez polares,

1 1 /2ot a7t
EX?+Y? = //(:c2 +y?) —dady = —/ / rrdrdf = 2 [4] =1/2.
C m ™ Jo 0 0

Por otro lado, E[X? + Y?] = E[X?]| + E[Y?] = 2E[X?] (ya que, por simetria, E[X?] =
E[Y?]). De aqui se concluye que E[X?] = 1/4.

Ejercicio 3
a) Como Z =Y — X, tenemos que

E[Z] = E[Y] - E[X] = /10o ye' Vdy — /01 22(1 — z)dx = 5/3.
b) Se tiene que Sz = (0, +00). Por otro lado
Fz(6)=P(Z<t)=P(Y -X<t)=P(Y <t+X)= /OlP(Y <t+az)fx(z)dr
donde se ha aplicado el Teorema 3.3. Se calcula
P(Y <t+uz) =/1t+wel_ydy= 1—el=t) sityo>1er>1—t
luego, supuesto que 1 — ¢ > 0 (es decir, que ¢ < 1), se tiene que

Fz(t) = /1 (1 —e' =21 —2)de =1 — 27" + (1 —t)2.

—t

En cambio, si ¢ > 1 se tiene que
1
Fz(t) = / (1—e =221 — z)de =1 — 2e77.
0

Por ultimo, derivando se obtiene la funcion de densidad de la v.a. Z

27t 42(1—-t) si t<1
f2(t) = { 2e~t i t> 1

© Ediciones Paraninfo



Solucionario: ejercicios propuestos 9

Ejercicio 4

a)

b)

El soporte de Z es Sz = (0, 3). Se determina su funcion de fiabilidad
Rt)=P(Z>t)=P(X >tNnY >t)=P(X >t)P(Y >1).

Por otro lado,

1 si t<O0 1 si t<1
PX>t)=¢ 2 si 0<t<4 y PY>t)=q 33 si 1<t<3
0 si t>4 0 si t>3
con lo cual
1 si t<O0
4—t :
o e S1 0§t<1
RO=90 ot G 1<t<3
0 si t> 3.

La funcion de distribucion es Fz(t) = 1 — R(¢).
El soporte de Z es Sz = (0,4). De aqui se deduce que Fiz(t) =0sit < 0y Fz(t) = 1si
t > 4. Queda ver qué ocurre cuando 0 < ¢t < 4:

Fy(t)=P(Z<t)=P (% < t) = P(X <tY).

Aplicando el Teorema 3.3, se tiene que

3
1
P <) = [ POX<w)vwiy= [ POC< )3y, )
Sy 1
siendo
0 si ty<0&=y<0
PX<ty)=4q % si 0<ty<de0<y<4/t
1 si ty >4y >4/t

Como 1 < y < 3, se puede simplificar la expresion anterior y se obtiene

Woosi 1<y<4/t
< = 4 S
PX <ty) { 1 si 4/t<y<3

siempre que 1 < 4/t < 3 (es decir, 4/3 < t < 4). En este caso se separa la integral de (I)
en dos integrales. Si 4/t > 3 (es decir, si t < 4/3) se tiene que

t
P(X <ty) =]

para todo y € (1, 3). En cuanto al caso 4/t < 1, no es necesario considerarlo ya que seria
t>4.

Por lo tanto hay dos situaciones posibles:

(© Ediciones Paraninfo



10 Modelos aleatorios en Ingenieria

= Si0 <t <4/3,setiene que

En resumen,
0 si t<O0
: .
_ 5 sio 0<t<4/3
Fy(t) s_ L _1 i 4/3<t<4
1 si t>4.

¢) Elsoporte de Z es Sz = (—3, 3) y la funcion de distribucion viene dada como
Fz(t)=P(Z<t)=P(X -Y <t)= Ixvy (z,y)dzdy,
A(t)

siendo A(t) = {(z,y) € Sxy : x —y < t}.

La densidad conjunta se puede obtener facilmente ya que, por ser X e Y independientes, se
tiene que fxv (z,y) = fx(z)fy(y) =1/4-1/2 = 1/8 enel soporte Sxy = Sx x Sy =
[0, 4] x [1, 3] (véanse Proposiciones 3.4 y 3.5). Entonces,

Pt = [ frvtepndy = S Area(A(1).

Calculando el area de A(t) en cada caso se llega a que

0 si t< -3,
W? o 3<t< 1,
Fz(t) = b2 s —lsi<l,
1- 83 5 1<t<s,
1 si t> 3.

Ejercicio 5

Segun el enunciado se tiene que N = M + R. Como el soporte de NV incluye al cero se puede
deducir que es la distribucion geométrica en su segunda version. Es decir, P(N = n) = pqg™. Por
otro lado obsérvese que Syr = {0,1,2,...},Sp ={0,1,2,...,Q — 1} y Smr = Sm X Sg.

En estas condiciones, la distribucion conjunta es
pyr(m,r) =P(M =m,R=r)=P(N =mQ +r) = pgm*".
A partir de la distribucion conjunta se calculan las marginales:

ZPMRmr "’QZq = pg™

Q
q m
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Solucionario: ejercicios propuestos 11

r)=>_ pur(m,r) =pq" Z 77 _qu
m=0

Se verificaque parr(m, ) = par(m)pr(r), luego las variables son independientes (Proposicion
3.4).

Ejercicio 6
Aplicando la Definicién 3.4, se obtiene:

0 si 0>t 0 1>t2,
0 si 0<t; <1, 1<ty<3,
1/8 si 0<t <1, 3< 1o,
3/8 si 1<t <2 1<ty<3,

FXY(tth): 4/8 si 1St1 <2, SStQa
6/8 si  2<t, 1<t <3
7/8 si 2<t1 <3, 3<ty,
1 si 3§t17 3§t2

Ejercicio 7
a) El soporte conjunto sera

vy ={0,k):k=01,.. }U{(Lk):k=1,2.. }

Por otro lado,

7)\)\2

e
pxv(1,3) = px(pyx(3[1) = P = e 2~ 0.1353

yaque PY|X(y\1) =P¢=y—1).

b) En primer lugar, se calcula

py (3) = pxv(0,3) + pxv(1,3) =
67)‘)\3 67/\)\2
5 Py

ya que py|x (y[0) = P(§ = y) y py|x(y[1) = P(§ = y — 1). Desarrollando esta ultima
expresion, se tiene que

px (0)pyx (3|0) + px (1)pyx (3|1) = ¢

Aq
3

e~ A\2
Py (3) = (p +

5 o
= —e ° ~ 0.2256.
51 ) 36 0.2256

A continuacioén, aplicando la Definicion 3.11, se tiene que

pxv(1,3) p
113) = = = 3/5.

(© Ediciones Paraninfo



12 Modelos aleatorios en Ingenieria

¢) Tenemos que
BIXY] = E[X(X +¢)] = E[X?] + E[X¢] = p+ E[X]E[{] =p +p\ = 3/2

donde hemos utilizado que F[X¢] = E[X]E[{] por ser X y & independientes, y que el
momento de orden 2 de una Bernoulli es

BX? = V[X]+ E[X]* = pg + p* = p(q +p) = p.
Por otro lado, sabemos que E[Y] = E[X + | = E[X] + E[{] = p+ A, luego
Cov(X,Y) = E[XY] ~ BE[X]E[Y] =p+pA—p(p+ ) =p—p* =pg=1/4

Esto indica la existencia de una correlacion positiva entre X e Y.

d) Por ultimo, V[X] = pgy VY] = VX + & = V[X] + V[{] = pg + A (hemos podido
separar las varianzas por ser X y ¢ independientes). Entonces:

pyy = SVXY) g _ [ _pa
VVIXIVIYT  /palpg +N) pq+ A

lo cual indica que la correlacion es muy débil.

—1/3,

Ejercicio 8
La densidad conjunta de estos vectores es de la forma:

Fxy(,y) = 2m) STV exp{-1/2(F - {)"S7N(@ - D)}
(véase Seccion 3.6). En particular, con los datos anteriores se tiene que

(2m) (0% 0¥ — o%y) TP exp{~1/(2[Z|)(0}a® — 20xyay + oXy?)} =

) =
(2m) M E[ T2 exp{—0% /(2| (v — 20xy /o Ty + 0% Joxa®)} =
(2m)~ 1|E| 1/2 exp{— UX/(2|E|)(3/2 - 2UXY/O'X%y"' UXY/UXx )}
exp{— UX/(2|E|)(_UXY/UX9U +UY/UX$2)} = (27)71/2 eXP{_1/(2|E|)(032/_U§(Y/U§()952}'
@2m) 22 exp{—o% / (2IEN(y — oxy /0% )’} =

(2m) 2ot exp{—1/(20% )2} - (2m) "V Pox|E[T 2 exp{—o%/(2I])(y — Bx)*} =
(2m) 203t exp{—1/(20% )2} - (2m)V2(|]/0%) T exp{~1/(2[S| /%) (y — Bx)*}.
En estas condiciones, se observa que la primera funcion corresponde a la funcion de densidad
de una N(0,0x) y la segunda, es la funcion de densidad de una N (Bz, \/|X|/0%). Es decir,

X ~ N(0,0x) e Y|X = 2 ~ N(Bx,+/|X|/c%). Por tanto, a partir de los parametros de la
Proposicion 3.6, se obtiene que

Ixv(z,y

VIY|X = 2] = |8|/o% =0% — B*0% =0 y E[Y|X=2]=A+ Bz =Bz

(nétese que, en este caso, A = 0).
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Solucionario: ejercicios propuestos 13

Capitulo 4

Ejercicio 1
Utilizando las férmulas introducidas en la Seccion 4.1.3 se tiene que:

a)

b)

En todo proceso de suma (véase Seccion 4.2.2),

ZXi] = ZE[XZ»] = npu

siendo p la media comun a todas las v.a. X;. En el caso particular del proceso binomial,
X; ~ B(p), luego my (n) = np.
En cuanto a la varianza, el siguiente desarrollo es también valido para cualquier proceso

de suma: . .
ZXi] = Z V[X;i] = no?
i=1 i=1

siendo o2 la varianza comun a todas las v.a. X;. En el caso particular del proceso binomial,
2 _

oy (n) = npq.

Para calcular la autocovarianza entre dos instantes n y m, teniendo en cuenta la Proposicion

4.4, se deduce que Cy (n,m) = 0% (n) = npq, siendon < m.

my(n) =FE

oi(n)=V

A continuacion, se puede calcular la autocorrelacion como
Ry (n,m) = Cy(n,m) + my (n)my (m) = npq + npmp = np(mp + q).

En cuanto al coeficiente de correlacion, todo proceso de suma cumple que

Cy(n,m)  oy(n) oy (n) no? W

Y n7m - — = = e
Py () = v ()~ oy oy (m) — oy (m) — Virg?
Respecto al paseo aleatorio (véase Seccion 4.2.2), se tiene que E[X;] =p — qy E[X?] =
p+q=1,luego V[X;] = 1— (p— q)?. A partir de aqui se deduce que my (n) =

yoy(n) =n(l—(p—q)?).

Asimismo, dados dos instantes n < m, la autocovarianza entre ambos instantes es

Cy (n,m) = 0% (n) = n(1 — (p — q)?) (véase Proposicion 4.4), y la autocorrelacion

Ry (n,m) =n(l— (p—q)*) +nlp— m(p—q) =n(l+ (m—1)(p — q)*).

Por ultimo, el razonamiento utilizado en el apartado anterior para obtener el coeficiente de
correlacion es valido también en este caso, luego py (n,m) = \/n/m.
Obsérvese que si el paseo es simétrico (p = ¢ = 1/2) todas estas formulas se simplifican.

Ejercicio 2
Hay que determinar la distribucién del vector (Y (ny),Y (n2)). Para ello, en primer lugar se
obtiene que el soporte conjunto

Sn1n2 :{(xhxg) c {0,...777/1} X {0,...,%2}: 0§!IJ2—!L‘1 Sng—nl}.
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14 Modelos aleatorios en Ingenieria

En cuanto a la funcion de probabilidad, utilizando la Proposicion 4.2, se tiene que
DPring(T1,22) = P(Y(n1) = 21,Y (n2) = x2) = P(Y(n1) = 21, Y (n2)—Y (n) = xa—x1) =

= P(Y(nl) = xl)P(Y(ng) — Y(nl) = X2 — .’El)

ya que este proceso tiene incrementos independientes (véase Proposicion 4.3). Por otro lado, es
facil ver que Y (n2) — Y'(n1) ~ B(na — n1,p), luego pp,n, (21, 72) =

ni pzlqnl—xl N2 —ny pz2—z1qn2—n1—(z2—$1) _ ni n2 —ny ngqng—xg
€1 To — 1 x1 T2 —T1

Ejercicio 3
a) Como —1 < © < 1, se tiene que

m sit < —1, entonces X (t) = A ~ N(—1, 1). Por tanto, razonando como en la Seccion
2.4, se puede calcular la probabilidad anterior tipificando y mirando las tablas del
Apéndice B y se tiene que P(X (t) < 0) = 0.8413.

= sit > 1, entonces X (t) = B ~ N(1,1). Por tanto, razonando como en la Seccion
2.4, se puede calcular la probabilidad anterior tipificando y mirando las tablas del
Apéndice B y se tiene que P(X (t) < 0) = 0.1587.

= El caso mas complejo se da cuando —1 < ¢ < 1 ya que puede ser X(¢) = A o
X (t) = B dependiendo de si © > ¢ 0 © < ¢ respectivamente. Aplicando el Teorema
de la Probabilidad Total (Teorema 1.2), se tiene que

P(X(t) <0) = P(© > 1)P(A < 0) + P(© < t)P(B < 0)

1-— t+1 1 —0.6826¢
= —o 8413 4+ L Lo 1587 = L7 00820
2 2
b) En cuanto a la esperanza m x (t), razonando de forma analoga al apartado anterior, se tiene
que
» sit < —1setiene que E[X (t)] = E[A] =
= sit > 1setiene que E[X(t)] = E[B] = 1.
» si —1 <t < 1, aplicando el Teorema 3.4,
BIx @)= [ BIX010 = 0lsa@) = [ ELxX(010 =00

(/E \@—0d0+/E @_9]d9)
:%(/_1 d0+/E d&) ;(t—i—l—(l—t)):t.

© Ediciones Paraninfo



Solucionario: ejercicios propuestos 15

¢) Dados tres instantes t1, to y t3, tales que —1 < t; < to < t3 < 1, se tiene

t3 —t2

P(X(t3) — X(t2) #0) = P(ta < 0 < t3) = 5

mientras que
P(X (t3) — X(t2) # 01X (t2) — X (t1) # 0) = 0.

Por tanto,
P(X(t3) — X(t2) # 0] X (t2) — X (t1) # 0) # P(X(t3) — X(t2) #0)

y aplicando la Definicién 1.3 se deduce que {X ()} no tiene incrementos independientes
(véase Definicion 4.6).

Ejercicio 4
a) Se tiene que, para todo n, X,, € {0, 1}, luego para conocer su distribucion basta con
calcular P(X,, = 0). Para hacerlo se utiliza que, dados dos nfimeros 0 < a < b < 1,

b
P(a<§<b)=/ Qxdac:xQ]Z:bQ—a2.

m Paran = 1setiene que P(X; =0)=P(0<{<1/2)=1/4.
= Paran = 2 se tiene que

P(X,=0)=P0<&<1/4)+ P(2/4 < ¢ <3/4) =5/16+1/16 = 3/8.

= En general,

= (21 20 +1

5 ) , siendo L=2""1—-1,

Por lo tanto, P(X,, = 0)

XL: ((21; 1)2 - (;_i)Q> . 272ni(4z+1) =2~ (4@ +L+1) ,

=0 =0

Sustituyendo el valor de L se concluye que

1 1
P(Xp =0)= - 2=ty P(X,=1)=1-P(X, =0) = 5+ 9~ (n+1),

Obsérvese que en el limite cuando n — oo ambas probabilidades coinciden.

b) En este caso todo es mas sencillo ya que P(a < £ < b) = b — a y en consecuencia
PX,=0=PX,=1)=1/2

para todo n. De hecho se puede ver que {X,,} se convierte en un proceso IID con X, ~

B(1/2).
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Ejercicio 5
a) Setiene que {X (¢)} con X (t) = {ntimero de personas que llegan al cine en ¢ minutos} es
un proceso de Poisson de parametro A = 4. Dicho esto, piden calcular
(X (10) = 50NX (40) = 200)/P(X (4

40) = 200)

P := P(X(10) = 50/ X (40) = 200) = P 0) = 200)
= P(X(10) = 50 N X (40) — X (10) = 150)/P(X(
= P(X(10) = 50)P(X(30) = 150)/P(X (40) = 200)

donde se ha utilizado que el proceso de Poisson tiene incrementos independientes y
estacionarios (véase Proposicion 4.6) y la Proposicion 4.2 y la Observacion 4.3. Como

P (4t), luego la probabilidad pedida es

X(t) ~
- 6740(40)50 67120(120)150 67160(160)200 ~
P==% 150! 200! ~ 0.065.
b) Se quiere calcular
75
P:= P(X(20) = 75/X(10) > 40) = > P(X(20) = 75/X(10) = k)P(X (10) = k) =
k=40
75
Z P(X X(10) = 75-k)P(X(10) = k) = Y P(X(10) = 75-k)P(X (10) = k)
k=40

k=40
donde hemos utilizado que el proceso de Poisson tiene incrementos independientes

y estacionarios (véase Proposicion 4.6) y la Proposicion 4.2 y la Observacion 4.3
Finalmente, teniendo en cuenta que X (10) ~ P(10)) (A = 4), se concluye que
75 ko 75
e~ 10A(10N) 75—k ¢~ 10X (10 \) _ 20 (100 Z 1 .
(75 — k)!E!

P =
A !
= (—Fk)! k! =

Ejercicio 6
Veamos si se cumplen las dos condiciones de la Definicion 4.11:
= Aplicando el Teorema 3.2 se tiene que,

A]=0

ZPteI ()|t € I] ZPteI

independientemente del valor de ¢.
= Sea s < t. Aplicando el Teorema 3.2 se tiene que,

Rx(s,t) = E[X(s)X (t)] = P(s <> t)E[A}] + P(s «» t)E[A; A}, i # 3,

donde s <+ t denota que ambos instantes estan en un mismo intervalo. Por otro lado

EA2]=V[A]+EAP=1+0=1, E[A4A;]=E[A]E[A]]=0-0=0
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donde se ha utilizado que A; y A, son v.a. independientes. Por lo tanto, Rx (s,t) = P(s <
t). Como la distribucion exponencial no tiene memoria (Nota 2.6), se deduce que

P(s < t)=P(T; >t — s) = e Mt
con lo cual queda demostrado que el proceso es WSS.
Ejercicio 7
a) Para calcular Fy (;)(y), en primer lugar se observa que el soporte de esta variable es
Sy () = [0,+00). Por otro lado, si X (t) = 1 se tiene que Y (t) = 0y si X(t) = —1
entonces Y (t) ~ exp(\), ya que los cambios de signo obedecen a un proceso de Poisson
de parametro A\ (obsérvese aqui que el tiempo que lleve el telégrafo en estado —1 no es

relevante, debido a que la distribucion exponencial no tiene memoria; véase Nota 2.6).
Aplicando el Teorema de la Probabilidad Total (Teorema 1.2), se tiene que

Fyp(y) =PY (1) <y) =
POX(1) = DP(Y (1) < gl X (1) = 1) + P(X(1) = ~1)P(Y (1) < yIX (1) = 1) =

(o)) (o))

(véase Proposicion 4.12). Desarrollando esta expresion se concluye que

1 1
Fy(y) =1~ (5 — < - 5) ez’“) e siy>0.

b) Ni una cosa ni otra, la variable Y (¢) sigue una distribucién mixta ya que toma valores en
un continuo pero P(Y () = 0) = P(X(¢) = 1) > 0 (véase Seccidn 2.2).

Ejercicio 8

a) Antes que nada conviene observar que M(n) = Y (n)/n, siendo {Y(n)} un proceso
binomial de parametro p. En consecuencia, su distribucién de primer orden tendra como
soporte

Sarey = {0/n,1/n,2/n,...,n/n},
y como funcién de probabilidad (véase Apéndice A):

P(M(n) = z/n) = P(Y(n) = z) = ( " )pan_m

(ndtese que M (n) es una variable discreta, aunque puede tomar valores no enteros). Ahora,
dados k£ + 1 instantes ny < - -+ < nyp < ngy1, debemos comprobar si se verifica

P(M(ngy1) = 2|M(n1) =maq, ..., M(ng) =my) = P(M(ng41) = 2| M(ng) = myg)
para todo conjunto de valores my, ..., Mg,z con m; € Sy y T € Spr(k41)- Obsérvese
que

M (ng) + X1+ 4+ Xoyy — neM(ng) + Y (ng41) — V(ny)

M(nk_H) = - ’
N1 Ng+1
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siendo
Y (nps1) = Y(nk) =Y (ngpr1 — nk) ~ B(nggr — i, )

independiente de M (n1),..., M (ny). Tenemos por tanto que este proceso depende de
su pasado exclusivamente a través del Gltimo valor conocido, en este caso M (ny). En
consecuencia, podemos decir que es markoviano (Definicion 4.13).

b) Obsérvese que,
P(M(3)=2/3,M(5)=4/5,M(8)=5/8)=P(Y(3) =2,Y(5) =4,Y(8) =5).
Ahora, razonando como en el Ejemplo 4.4,

P(Y(3)=2,Y(5) =4,Y(8) =5) = P(Y (3

)
=<g)p%<§>p2<?>m2=%%?

Capitulo 5

Ejercicio 1
{X(n)} es una cadena de Markov con espacio de estados S = {s1 = 0,$2 = 1,83 = 2}.
a) La matriz de transicion es (Definicion 5.5)

/4 1/2 1/4
P=| 1/8 1/2 3/8
1/16 6/16 9/16

Su diagrama de transicion es

1/2
®< __6/16
. 12 _77N_3/8 i
W@ o
) — —\

b) Se pide calcular P(X (n + 2) = 1|X(n) = 0) = P(X(n + 2) = s2|X(n) = s1) que,
segtin la Proposicion 5.4, es el elemento (1, 2) de la matriz P2. Es decir,

11 11 1 6 15
2:7.7 — . — _—— = — = 4 .
p@)= 5t 5ty 16~ g~ V40875
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¢) Aplicando la Proposicion 5.6, hay que resolver el sistema,

—3/4 1/2  1/4
T(P—1)=0= (m,m,m) | 1/8 —=1/2 3/8 | =(0,0,0).
1/16 6/16 —7/16

Las soluciones son los vectores de la forma (A, 4\, 4)). De todas ellas interesa aquella
cuyas coordenadas sumen 1 es decir,

_ (144
T=\999)

a) Hay dos clases comunicantes, C; = {1,2} y Co = {3,4,5}. C; es transitoria y Cs
recurrente.
La cadena completa no es ergodica pues no es irreducible (véase Teorema 5.3). Sin
embargo, la subcadena C5 es irreducible aperiodica, ya que tiene dos bucles de longitudes
2y 3y por tanto, d < med{2,3} = 1, luego d = 1. En consecuencia, aplicando de nuevo
el Teorema 5.3, se concluye que Co es ergodica.

Ejercicio 2

b) Razonando de manera analoga al Ejemplo 5.25, resolvemos el sistema n(P—1) =0,
siendo P la parte de P asociada a los estados 3,4 y 5. Es decir, 71 =1, =0y

-1 0.2 038
(mg,ma,m5) | 1 =1 0 | =(0,0,0)
0 1 -1
que se traduce en
—m3  +my =0
0213 —my 47w =0
0.87T3 —T5 = 0.

La segunda ecuacion es redundante, luego se puede eliminar. Las soluciones son
proporcionales al vector (1,1,0.8). De todas ellas, interesa aquella cuyas coordenadas
sumen 1, es decir:

o
0]

1 1 0.
(73, T4, T5) = (2_8’ 23’ 2—) ~ (0.3571,0.3571,0.2857).

Ejercicio 3
a) Por el Teorema 5.2 se deduce que la cadena es ergodica, ya que es una cadena en tiempo
continuo finita e irreducible.

b) Aplicando la Definicion 5.11, se tiene que

-2 A 0
I'= p -1 1-—p
0 4 -
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¢) Segun la Proposicion 5.9, deben verificarse las GBE,
—/\71'1 +p7T2 =0

'=0= AT —T2 +%7T3 =0
(1-p)my —yms =0.

Operando sobre este sistema (podemos quitar la segunda ecuacion, que es redundante) se

tiene que mp = —71 y 3 = A(1 — p)ma.
p

Notese que este apartado también se puede hacer igualando los flujos de entrada y
salida en cada estado (véase Nota 5.8).

s 4 . . .
52 = §7r1. Por lo tanto, las soluciones del sistema anterior

8. 4
1, 37T1737T1 .

Como las coordenadas deben sumar 1 se tiene que,
n 8 n 4 15 1= 3
s —Tr =71 = —T1 = T = —
L gm ot gm 3™ 1= 15

luego la distribucion estacionaria es
(384
S \15715715 )"

a) Por el Teorema 5.2 se deduce que la cadena es ergoddica, ya que es una cadena en tiempo
continuo finita e irreducible.

. 8
d) Setiene que my = §7r1 y Ty =
son de la forma

Ejercicio 4

b) Aplicando la Definicion 5.11, se tiene que

-1 « l1—-a O
0 -2 2 0
= 0 0 -3 3

43 41-8) 0 -4

¢) Deben verificarse las GBE (véase Proposicion 5.9),

—T1 +46my =0

_ amy — 27y +4(1—-B)my =0
=0~ (1—0[)71’1 +2my  —3m3 =0
371’3 —471'4 = 0

Operando sobre este sistema (sobra una ecuacion) se tiene que

4
m =4P0my, m=4(af+1—-0L)my y w3 = §7r4.

Notese que este apartado también se puede hacer igualando los flujos de entrada y salida
en cada estado (véase Nota 5.8).
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. 4 . .
d) Setiene que m = 27y, Mo = 3My y T3 = §7r4. Las soluciones de este sistema son de la

4
(27T47 371'4, 571-47 7T4)

Como las coordenadas deben sumar 1, se concluye que

forma

a4 34t oma b Ty = =l =
T4 4o 37T4 7T4—37r4— 71'4_22

con lo cual

Ejercicio 5

a) Sean X eY dos variables aleatorias conjuntamente continuas y sea Z = X + Y. Entonces,

Fo() =Pz <) =Px+Y <2 = [ ( /[ fxy(x,wdy) dr.

— 00 — 0o

Por lo tanto la funcién de densidad es
fz(2) = Fy(2) :/ fxy(x,z — x)dx.

En consecuencia, si X e Y son independientes, la densidad de X + Y se obtiene como
convolucionde fx y fy:

fz(z) = /_OC I[x (@) fy(z —x)de = (fx * fy)(2)

(véase también Nota 3.1).
Aplicando lo anterior, como T y 73 son variables continuas independientes, se tiene que

Frla) =y fr)a) = [ fro(0) (o — )it =
xr x A
/ pe M e M@ gt = )\,ue_m/ e~ (FATMLGE — 7“(6_‘” —e ),z >0.
0 0 A—p
b) Se tiene una cadena de Markov en tiempo continuo. Las GBE vienen dadas como
ML = AT

y debe verificarse que 7; + w2 = 1 (véase Proposicion 5.9). Por tanto,

Asi, a largo plazo la red estara operativa #% = 2/3 del tiempo (el 66.6 % del tiempo).
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¢) En este caso, las GBE vienen dadas como
2um = Ama, (N + p)me = 2umy + 2A7s, 2\ = pms.

Teniendo en cuenta que m; + 7o + w3 = 1, se deduce que

B ( A2 2\ 2 )

S\ (NP (N2
Sustituyendo A = 1, u = 2, se tiene que 7 = (1/9,4/9,4/9). Por tanto, a largo plazo la
red estara operativa 8 /9 partes del tiempo (el 88.88 % del tiempo).

Ejercicio 6
a) Depende, al ser una cadena infinita no podemos asegurarlo, de hecho podria no tener

distribucion estacionaria. En el apartado d) de este mismo problema se vera que depende
de la relacion entre los parametros A y .

b) La matriz de tasas de transicion (Definicion 5.11) es

—A A 0 0
po —(A+p) A 0
A

=10 1 —(A+p)

¢) Segun la Proposicion 5.9 deben verificarse las GBE,
—Amy 4 pme =0

AT — ()\ + ,U)7Ti + pumip1 =0

para todo ¢ > 2. De la segunda ecuacion se deduce que
— AT+ Ui = — A1 + g, 12> 2
lo cual, junto con la primera ecuacion, implica que —Amw; + pum;+1 = 0, ¢ > 2. Tenemos

A )
entonces que m;+1 = —; paratodo ¢ > 1,y por tanto
I

Ti+1 = - .
1%

d) Para obtener la distribucion estacionaria hay que imponer que Z m; = 1 (Proposicion
i>1

. ; . A .
5.9). Por otro lado se tiene que Zm = Zplm siendo p = —. Esto es una serie
i>1 i>1 r
geométrica de razon p que converge si y solo si p < 1 es decir, si A < pu. Si es este el

caso se tiene
1

E T = =l=m=1—p.
‘ 1—p
i>1
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Por tanto la distribucion estacionaria vendra dada por

Tip1 = (1= p)p’

paratodo ¢ > 0 si p < 1; en otro caso no habra distribucion estacionaria.

Capitulo 6

Ejercicio 1

Este problema es similar al planteado en el Ejercicio 3 de la Seccion 6.6 pero con una diferencia
fundamental: en aquel caso se contaba con un solo técnico. Ahora, el proceso { X (¢)} sigue
siendo una cadena de Markov con espacio de estados S = {s1 = 0,82 = 1,83 = 2,84 =
3, s5 = 4}, pero algunas tasas de transicion son distintas.

a) El diagrama de transicion viene dado como

2A 2A 2A A
H 2u 3u 4u

b) Podemos obtener las GBE igualando flujos de entrada y salida en cada estado (véase Nota
5.8). Ademas, como el proceso es de nacimiento y muerte, las GBE simplificadas vienen

dadas como
71'12)\:7(2/1, 7r2:2p7rl
71'22)\:7'(32/1, 7T3:p7T2:2p27T1
w32\ = 7T43/1, = T4 = 2p71'3 = %p?”ﬂ'l
71'4)\:71'54/1, Ty = Zp71’4: §p471'1

siendo p = \/p = 1 (véase Nota 6.1). Por otro lado, como Z?:l m; = 1, se tiene que

4 1 20
m <1+2p—|—2p2—|—§p3—|— §p4) =My = 1.

Se deduce por tanto que 1 = 3/20 y la distribucion estacionaria es

Ao (3 6 641
- \20720720°20°20)°
¢) El consumo del sistema en un instante dado es C' = 5 - X siendo X el ntimero de
ordenadores operativos en dicho instante. Supuesto que se ha alcanzado el equilibrio,
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C' serd una variable discreta que toma el valor 5(k — 1) con probabilidad 7, para
k=1,2,3,4,5. Su esperanza sera

30+60+60+20 170 _ oo o

E[C] = 0my + 5mg + 1073 + 1574 + 2075 = 50 %

d) Teniendo en cuenta que la aplicacion necesita al menos dos ordenadores operativos para
funcionar, el porcentaje solicitado viene dado por la suma

P(X(t)=2)+P(X(t)=3)+P(X(t) =4) = m3 + 74 + 75 = 11/20 = 0.55.
Por tanto la aplicacion estara funcionando el 55 % del tiempo.

Ejercicio 2
a) El diagrama de transicion viene dado como

oNoNoNo

Igualando flujos de entrada y salida en cada estado, se obtienen las ecuaciones de equilibrio
global que de manera simplificada se pueden expresar como

mp  —moA =10
w2 —mA =0
7T32/J —7T2)\ =0

(esta cadena es un proceso de nacimiento y muerte y por tanto se puede aplicar la Nota
6.1). De aqui se deduce que

A A A (A)2)\
m™ = —To, T2=5-—Tg, 7T3=|75—|] —To.
2 20 p 2u) p

Teniendo en cuenta que A = p = 2, la distribucion estacionaria debe ser de la forma
7 = (mo, w0, 5, % ). Por Giltimo, como 7 + 71 + 2 + 3 = 1, se deduce que 7o = 4/11,
luego la distribucion estacionaria es

44 201
™\

La tasa de bloqueo es (véase Definicion 6.1)

o = Ay = 2/11.
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b) El nimero medio de clientes en el sistema se obtiene como

4 4 2 1
EINj=0—-+1—+2—+3—- =1
[N] 11+ 11+ 11+ 11

A partir de aqui, usando la Formula de Little (Teorema 6.2), se tiene que
E[T] = E[N]/A. =11/20
yaque A\ = A — A\, =2 —2/11 = 20/11 (véase Definicion 6.1). Por Gltimo, se tiene que
E[T,) = B[T) ~ E[T)] = 1/20
yaque E[Ts] =1/pu=1/2.

Ejercicio 3
a) El diagrama de transicion viene dado como

offojlojolio

b) Obtenemos las ecuaciones de equilibrio global igualando flujos de entrada y salida en cada
estado (véase Nota 5.8). Como es un proceso de nacimiento y muerte se pueden considerar
los flujos por la derecha (véase Nota 6.1) y se tiene que

ATy = py

()\ + ,u)7r1 = Ao + 2ums
()\ + 2/.1)7‘(2 = ATy + 2ums
()\ + 2/.1)7‘(3 = Ao + 2umy
AT = 27y

De aqui se deduce que
Uy — AT = 2umy — ATy = 2ums3 — Amg = 2umy — Amg =0

con lo cual
A A

T =-—T0 Y TWi= Ti-1, 1=2,3,4.
2p

Como A =3yu=1,setieneque m; = 3mgy m; = %m,l, parat = 2, 3, 4. Es decir,

9 27 81
T = 7F0,37T0,§7F0,ZTF0,§7F0 .
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26 Modelos aleatorios en Ingenieria

Entonces

> 9 2781
> om= <1+3++>7ro=1:”ro%0-04
2 2 48

y la distribucion estacionaria es 7 = (0.04,0.12,0.18,0.27,0.4).

Se sabe que dicha distribucion debia existir porque toda cola de tipo M/M/c/K tiene
distribucion estacionaria (es una cadena en tiempo continuo finita e irreducible y por tanto,
es ergodica; véase Teorema 5.2).

¢) El nimero medio de clientes en el equilibrio viene dado por
4
E[N] =) im ~2.89.
i=0

En cuanto a la tasa de bloqueo, se tiene que A\, = AP(N = 4) = 3-0.4 = 1.2 (véase
Definicion 6.1).

Finalmente, aplicando la Férmula de Little (Teorema 6.2), se deduce que
E[T) = E[N]/\, =2.89/1.8=1.6

ya que la tasa de admisiones A\, = A — A\, = 1.8.

Ejercicio 4

a) El diagrama de tasas de transicion viene dado como,

W 2u 3u 3u

b) Igualando flujos de entrada y salida en cada estado, se obtienen las ecuaciones de equilibrio
global (véase Nota 5.8). Como es un proceso de nacimiento y muerte se pueden considerar
los flujos por la derecha (Nota 6.1) y las GBE simplificadas vienen dadas como

TN = T fb m = pmy = 3mo

7r1)\:7r22,u 7T2:§7T1:§7T0:%7T0
TA =m33u = w3 = fmy = %47?0 = gﬂ'o
T3\ = T4t Ty = 8y = Lomy = S
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Solucionario: ejercicios propuestos 27

yaque p = \/u = 3. Por otro lado, como Z?:o m; = 1, se obtiene que

9 9 9 35
mo(l4+3+ -4+ | =m==1.
0( AR 2) 09

Se deduce por tanto 7y = 2/35 y la distribucion estacionaria es

—(2 6999
T \35735735735735 )

En primer lugar, hay que calcular la tasa de bloqueo y la tasa de admision (véase Definicion
6.1):
Xp = A - my = 27/35, Ao = A — Xp = T78/35.

Por otro lado, el nimero medio de usuarios en el sistema es

6 9 9 9 87
EINl=1-—4+2. = 4+3. = 44. " =>_ x924857.
V] 35+ 35+ 35 35 35

Aplicando la Formula de Little (Teorema 6.2), se obtiene el tiempo medio que pasan los
usuarios en el sistema:

E[T] = E[N]/A\, = 87/78 ~ 1.1154.
El tiempo medio en cola es
ET,)=E[T)— E[Ts] =87/78 —1=19/78

ya que E[Ts] = 1/p = 1. Aplicando la Formula de Little de nuevo, se calcula el nimero
medio de usuarios en cola que viene dado por:

E[N,| = X\ E[Ty] =27/35-9/78 = 81/910 ~ 0.089.
Finalmente, el nimero medio de usuarios en el servicio es
E[Ny]| = E[N] — E[N,] = 87/35 — 81/910 = 2181/910 ~ 2.3967

lo cual significa que esta al 79.89 % de su capacidad, ya que E[N;]/c = 727/910 =~
0.7989.

Capitulo 7

Ejercicio 1
Sea T el tiempo que transcurre entre dos llegadas. Se tiene que 7' ~ exp(\) y se quiere obtener
un intervalo para A. Se sabe que la media de esta distribucion es 1/) y esto mismo resulta ser
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28 Modelos aleatorios en Ingenieria

su desviacion tipica. Entonces, como se dispone de una muestra de tamafio n = 200, se puede
aplicar el Teorema Central del Limite (Teorema 7.1) y por tanto, se puede asumir que

X-1/x =
v (AX —1)v/n ~ N(0,1).

Utilizando la tabla de la N (0, 1) del Apéndice B, se deduce que P(—1.96 < (AX — 1)\/n <
1.96) = 0.95. Despejando, se obtiene

P((1-1.96/yn)/X <A< (1+1.96/yn)/X)=0.95

luego el intervalo pedido es

1.96\ 1 1.96\ 1
C=((1-— )=, ([1+— )= |.
(%)% (%) %)
Sustituyendo n = 200 y X = 10.2 se obtiene que el intervalo de confianza es IC =
(0.0845, 0.1116).

Ejercicio 2
a) Sabemos que en la distribucion Gamma(p, ) se tiene que E[X] = p/Ay V[X] = p/A?
(véase Apéndice A). Entonces,
ar=p/A y a=VI[X|+E[X]>=p/N+ (/) =ar/A+ai.

De aqui se deduce que

2

Oq O(l
Qo — Qo —
luego
~ aq ~ a%
AM = 5 Y DPm= 5
az — aj g — a7y

(véase Seccion 7.4.1).

b) La funcion de densidad de esta distribucion es (véase Apéndice A)

P
f(z) = F/zp)xp_le_m enz > 0.

Entonces, la funcion de verosimilitud es (Definicion 7.4)

L(zy,...,xp;\) = I‘)(\;Z))n (H xi>1’—1 e AT i

Aplicando logaritmos se tiene que (véase Observacion 7.6),

InL =nplnA—In(C(P)")+(p—-1)ln (H xl> — )‘le
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Solucionario: ejercicios propuestos 29

Derivando respecto de A,

Igualando la expresion anterior a cero se obtiene que A\yr;, = £ (véase Seccion 7.4.2).

L
X

Ejercicio 3
La funcioén de verosimilitud es (Definicion 7.4)
Ae—A S

L(;I:17...7xn;9) = m

si 0<aq,...,2, <6
Aplicando logaritmos (véase Observacion 7.6),
InL=n (ln)\ —In (1 — e*/\e)) — )\ixi.
Derivando respecto de 6, se tiene que
o (D)

luego no hay maximo local, pero si absoluto en el extremo 65/, = méx{z1,...,z,} (véase
Seccion 7.4.2).

Ejercicio 4

ObViamente,Atodas las observaciones de la muestra deben verificar 0 <ua < b. Del mismo
modo, 0 < by, = méx{x1,...,2,} < by, en consecuencia, F[byr] < b. Es decir, este
estimador tiene sesgo negativo, tiende a subestimar el valor real de b.

Por otro lado, para todo € > 0, se tiene que

P(‘/b\]WL—b‘>6):P(b—/b\ML>E):P(b\]\4L<b—6):P(méX{{IJ17...7.’En}<b—6):

:P(ﬁ(xi<b—e> prl<b—e :ﬁ(b_6>:<b;6)nmo,

i=1 i=1

b—e ., . .
ya que 0 < - < 1. En conclusién, by, — b, luego se trata de un estimador consistente
P

(véase Definicion 7.3).

Ejercicio 5
En primer lugar se calcula la funcién de verosimilitud, que viene dada como

-1
—x2 — 2
1 21 o 202 Z T
e20° = (V2mo) e i=1

L(xl,...,xn;a) = H
i V2mo
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30 Modelos aleatorios en Ingenieria

(véase Definicion 7.4). A continuacion, se aplican logaritmos y se tiene que
1 n
InL = —nln(v2r0) — 292 Z z2.
i=1

Derivando respecto de o e igualando a cero se deduce que,

dinL. —n 1 & 9 9 9
do :74';;{1;1»:0#0 :nzxi.

Por lo tanto, el estimador para o es

siendo S? la varianza muestral (véase Ejemplo 7.3).
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